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Введение
В работе обобщаются подходы к применению на финансовых рынках континуального критерия VaR, отвечающего более детализированному, в сравнении с традиционным, заданию рисковых предпочтений инвестора. Эти подходы изучались ранее в работах автора [1,2,4]. 
Континуальный критерий VaR (CC-VaR) требует, чтобы строящийся из имеющихся на рынке инструментов оптимальный портфель инвестора порождал случайный доход q, удовлетворяющий неравенствам P{q ( ((()} ( 1–( для всех (([0, 1] (P{M} – вероятность множества M с точки зрения инвестора). Неотрицательная, монотонно возрастающая и непрерывная функция рисковых предпочтений (ф.р.п.) инвестора ((() определяет его склонность к риску. Типичным примером служит функция ((() = ((, (([0, 1], при этом бóльшие значения параметра ( соответствуют большей готовности инвестора идти на риск ради увеличения средней доходности.
1. Континуальный рынок (-инструментов
Рассматривается теоретический однопериодный рынок, в основе которого лежит некоторый базовый актив (например акция), цена которого в конце периода представляется случайной величиной с плотностью p(x), x(X, прогнозируемой инвестором и порождающей вероятностную меру P{(}. На рынке можно строить и торговать любыми инструментами, доход по которым представим в виде произвольной измеримой (платежной) функции g(x), x(X. 

1.1. Инструменты континуального рынка 
Для произвольного s(X вводится (-инструмент, обозначаемый D(s), с платежной функцией ((x–s) – (-функцией относительно s, т.е. инструмент D(s) дает нулевой доход, если x ( s, и бесконечный доход, если x = s, с интегралом по множеству X, равным 1. Его стоимость |D(s)| = c(s), s(X, задается рынком. Из инструментов D(s) может быть построен фактически любой портфель G с произвольной платежной функцией g(x). Для него и его цены справедливы соответственно представления
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Определяется инструмент "индикатор H[M]" для произвольного множества M ( X с ценой C{M}:
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и, в частности, единичный безрисковый актив U = H[X] с ценой |U| = C{X} = 1/r, где r имеет смысл безрискового дохода за период. Исключительно для удобства можно принять, что r = 1. Тем самым вводится ценовая мера C{(}, имеющая, как и P{(}, вероятностный характер. Использованием предельного перехода можно также построить инструменты и с иными измеримыми платежными функциями, например, однопериодные опционы. 

Построение оптимального портфеля инвестора основано на сравнительном анализе мер C{(} и P{(} и использует известную из математической статистики процедуру Неймана-Пирсона [3]. Для этого вводится функция относительного дохода ((x) = p(x)/c(x), x(X.
1.2. Основные теоретические результаты 

Процедура Неймана-Пирсона. Строится однопараметрическое семейство множеств {Z((), ((0} по правилу: x(Z(() ( ((x)( (. Вводится функция ((() = P{Z(()}. Семейство множеств {Z((), ((0} – неубывающее по (, а потому и функция ((() – неубывающая. Кроме того, 0 ( ((() ( 1 и ((() = 1. Для (([0,1] находится множество X( из этого семейства такое, что P{X(} = (. 

Лемма 1 (оптимальность процедуры Неймана-Пирсона). Пусть дополнительно функция ((() обладает свойствами: (a) ((()(1 при (((; (b) ((() непрерывна и ((0) = 0; (c) ((() строго возрастает. Тогда для любого ( ( [0,1] множество X( существует и единственно, а цена ((() = C{X(} максимальна по всем Y(X с P{Y} = (. 

Лемма 2. Функция ((() = C{X(}, (([0,1], вогнута. 

Преобразование упорядочения ((x). Алгоритм построения оптимального портфеля в задачах с континуальным критерием VaR, основан на идее упорядочения функции относительных доходов ((x) = p(x)/c(x) для (-инструментов D(x), x(X, по возрастанию. Преобразование, реализующее такое упорядочение, обозначим T, T: X ( U. Этот оператор отображает множество X с вероятностными мерами P{(} и C{(}, порожденными плотностями p(x) и c(x) соответственно, на множество U = [0,1] с равномерным вероятностным распределением P*{(} и ценовым распределением C*{(}. 

Преобразование T, как правило, однозначно, но не взаимооднозначно, и разным элементам множества X может соответствовать при преобразовании T один и тот же элемент множества U, т.е. оператор T–1, вообще говоря, многозначный. При преобразовании T функция ((x), x(X, преобразуется в монотонно неубывающую функцию (*((), ((U.
Теорема 1 (основное свойство функции ((()). Имеет место равенство 

('(() = 1/(*((), ((U. 
2. Построение оптимального портфеля
2.1. Дискретный многоступенчатый критерий VaR
Рассматривается задача, в которой число ступеней критерия VaR равно n > 1. Используется обозначение I = {1,…, n}. Для удобства принимается также, что (0 = 0, (n+1 = 1, (0 = 0, (n+1 = 1, (0 = 0, X0 = (, Xn+1 = X.

Задача DM. Задана инвестиционная сумма S (> 0) и по n фиксированных уровней вероятности (i ([0,1), (i–1 < (i , и дохода (i ( 0, (i–1 < (i, i(I. Ищется портфель, доставляющий max Eq при условии P{q ( (i} ( 1–(i для всех i(I. 

Решение. При S > A , где 
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, оптимальным является портфель 
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Здесь A – стоимость (сумма инвестиции) регулярной компоненты портфеля, при этом (i = C{Xi}, а множества Xi = argmax{C{Y}| Y(X, P{Y} = (i}, i(I, находятся из процедуры Неймана-Пирсона. Стоимость сингулярной компоненты S – A. Эта сумма инвестируется в D(x() (его стоимость c(x()), x( = argmax{((x)| x(X}. Средний доход от регулярной компоненты портфеля 
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, от сингулярной – Rs = (S – A)((x(). 
Если S < A, решения не существует.
Теорема 2. Семейство {Xi, i(I} в задаче DM доставляет минимум сумме A. 

Первое слагаемое в портфеле G обеспечивает выполнение неравенств CC-VaR, а второе нацелено на максимизацию среднего дохода. Из теоремы 2 в силу минимальности суммы A следует, что средний сингулярный доход максимален, притом средний регулярный доход фиксирован. Поэтому при фиксированной сумме S максимален и общий средний доход.
Общеизвестный канонический вариант критерия VaR выделяется из введенного здесь дискретного многоступенчатого критерия условием n = 1. 
2.2. Континуальный критерий VaR
Вводятся инвестиционные характеристики 
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. Для последней характеристики справедлив аналог теоремы 2 для континуального семейства {X(, (([0,1]}.
Задача C. Задана инвестиционная сумма S. Требуется найти портфель, доставляющий max Eq при условии P{q ( ((()} ( 1–( для всех (([0,1]. Как и в дискретном случае здесь возможно наличие сингулярной компоненты в оптимальном портфеле или неполное выдерживание ограничений CC-VaR.

Решение. Если S < A, то оптимальным будет портфель
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где (' (<1) определяется из соотношения 
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, при этом, если 
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, то относительный доход r = R'/S максимален.
Если S ( A, то оптимальным является портфель 
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,   x( = argmax{((x)| x(X}.
В данном случае максимален относительный доход r = R'/S где 
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Эта задача допускает различные вариации. В частности, можно, снабдив ф.р.п. масштабирующим параметром, искать оптимальный портфель без сингулярной компоненты. Можно ставить и решать задачи с ф.р.п., заданными для доходности. Весьма полезен непараметрический вариант задачи, когда инвестиционная сумма не задана, а ее требуется минимизировать. 
3. Типовой пример использования континуального критерия VaR
Пусть X = [a,b], U = [0,1], T – оператор упорядочения на X, T: X(U, T–1: U(X.
Предположим, что ((x) возрастает на X1 = [a, m) и убывает на X2 = (m, b], a<a′<m<b, ((a)<((a′)=((b). Рассматривается непараметрический вариант задачи, требующий минимизации инвестиционной суммы (его нетрудно распространить и на полимодальные функции ((x)). 

Положим (' = P{[a,a']} и введем функции u1(()(X1, u2(()(X2: если (<(', то P{[a,u1(()]}=(; если (>(', то P{[a',u1(()]}+P{[u2((),b]} = (–('. Функции u1((), и u2(() играют роль двух ветвей неоднозначного здесь оператора T–1: T–1 ( {u1((), u2(()}; T ( {u1(–1)(x), x(X1; u2(–1)(x), x(X2}. 

Имеем 
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, при этом 
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= 1/(*((). Если (((', то 
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, при этом 
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= 1/(*((). Наконец, платежная функция оптимального портфеля задается правилом: 
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